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1 Úvod

• pevná látka (PL) jako mnohačásticový problém: jádra, elektrony, fotony

• Born-Oppenheimerova aproximace, klasický hamiltonián H

H =
∑

Rα

p2
Rα

2MR

+ V ({qRα}) (1)

kde R č́ısluje jednotlivá jádra a současně znač́ı jejich rovnovážné polohové

vektory, α = x, y, z znač́ı kartézský index, a qRα a pRα znač́ı α-tou složku

polohy a impulsu R-tého jádra

• pro qRα označuj́ıćı malé výchylky z rovnovážných poloh a v harmonické

aproximaci:

H =
∑

Rα

p2
Rα

2MR

+
1

2

∑

Rα

∑

R′α′

ARα,R′α′ qRα qR′α′ (2)

kde ARα,R′α′ znač́ı silovou matici, která je reálná, symetrická a pozitivně

semidefinitńı

• pohybové rovnice:

MR q̈Rα +
∑

R′α′

ARα,R′α′ qR′α′ = 0 (3)

• pro harmonickou časovou závislost qRα = q0
Rα exp(iωt) vede podmı́nka

existence netriviálńıho řešeńı (tj. nenulových amplitud q0
Rα) na

det
(

−MR ω
2 δRα,R′α′ + ARα,R′α′

)

= 0 (4)
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což je ekvivalentńı se standardńım problémem vlastńıch hodnot

det
(

−ω2 δRα,R′α′ + DRα,R′α′

)

= 0 (5)

kde

DRα,R′α′ = M
−1/2
R

ARα,R′α′ M
−1/2
R′ (6)

je dynamická matice (reálná, symetrická, pozitivně semidefinitńı)

• vlastńı č́ısla ω2 dynamické matice DRα,R′α′ jsou všechna nezáporná, tři z

nich jsou nulová

2 Fononová spektra

• rovnovážné polohy jader v PL:

R = B + T , T = n1a1 + n2a2 + n3a3, (7)

kde B znač́ı rovnovážné polohové vektory jader hmotné báze a současně

č́ısluje jednotlivá jádra (1, 2, . . . , ν); T znač́ı translačńı vektory krystalické

struktury PL (a1, a2, a3 - tři základńı translačńı vektory; n1, n2, n3 ∈ Z)

• periodičnost PL (translačńı invariance):

MR+T = MR , D(R+T)α,(R′+T)α′ = DRα,R′α′ , (8)

takže nezávislými parametry problému v PL jsou pouze MB a DBα,(B′+T)α′

• spektrum (tj. množina vlastńıch hodnot) dynamické matice pro PL se źıská

jako limita proN → ∞ spektra konečného klastru (velkého rovnoběžnostěnu):

R = B + Tn ,

Tn = n1a1 + n2a2 + n3a3 , 0 ≤ ni < Ni (i = 1, 2, 3) , (9)

kde n = (n1, n2, n3), N = N1N2N3 je celkový počet primitivńıch buněk

obsažených v klastru a Ni → ∞ (i = 1, 2, 3)

• hraničńı podmı́nky mohou být: a) volné (či pevné, či jinak konkrétně

zadané), nebo b) periodické (cyklické, Born-Kármánovy), což znamená, že

q(R+N1a1)α = q(R+N2a2)α = q(R+N3a3)α = qRα . (10)
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Na výběru hraničńıch podmı́nek v limitě N → ∞ nezáviśı (viz dodatek A).

• využit́ı translačńı invariance (8) a periodických hraničńıch podmı́nek (10)

ke zjednodušeńı problému vlastńıch hodnot (5) (pro př́ıpad jedné dimenze -

viz dodatek B): k velkému klastru (9) zadefinujeme

km =
m1

N1

b1 +
m2

N2

b2 +
m3

N3

b3 , 0 ≤ mi < Ni (i = 1, 2, 3) , (11)

kde m = (m1, m2, m3), bi (i = 1, 2, 3) je trojice základńıch mř́ıžkových vek-

tor̊u v reciprokém prostoru, definovaná pomoćı

ai · bj = 2πδij , (12)

a km je kvazispojitý vektor lež́ıćı v rovnoběžnostěnu tvořeném vektory b1, b2,

b3. Vektory km (11) splňuj́ı podmı́nky exp(ikm ·Njaj) = 1 (j = 1, 2, 3). Pak

transformujeme dynamickou matici D(B+Tn)α,(B′+Tn′ )α′ pomoćı podobnostńı

transformace na D̃ = U−1DU , kde

Unm = exp(ikm · Tn) = exp
[

2πi
(

n1m1

N1
+
n2m2

N2
+
n3m3

N3

)]

,

(U−1)mn =
1

N
exp(−ikm ·Tn) . (13)

Dostaneme:

D̃Bmα,B′m′α′ =
N
∑

n

N
∑

n′

(U−1)mn D(B+Tn)α,(B′+Tn′ )α′ Un′m′

= δmm′ D̃Bα,B′α′(km) , (14)

kde veličiny D̃Bα,B′α′(k) jsou definovány pomoćı

D̃Bα,B′α′(k) =
∑

T

exp(ik · T)DBα,(B′+T)α′ . (15)

Vztah (15) definuje tzv. mř́ıžkovou Fourierovu transformaci matice D.

• vlastnosti matic D̃(k): hermiteovské, tj. D̃Bα,B′α′(k) = D̃∗

B′α′,Bα(k), pozi-

tivně semidefinitńı a dále splňuj́ıćı D̃Bα,B′α′(−k) = D̃∗

Bα,B′α′(k), což plyne z

invariance pohybových rovnic (3) v̊uči inverzi času

• hlavńı výsledek: transformovaná dynamická matice (14) je diagonálńı v

indexech m,m′; pro každou hodnotu vektoru k = km pak řeš́ıme problém

vlastńıch hodnot s konečnou dimenźı

det
(

ω2 δBα,B′α′ − D̃Bα,B′α′(k)
)

= 0 , (16)
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Figure 1: Modelová fononová spektra PL se strukturou CsCl (M1,M2 - hmoty

atomů báze, C11, C22, C12 - párové interakce mezi nejbližš́ımi atomy stejných

a r̊uzných druh̊u). Pravý panel - hustota fononových stav̊u.

odkud dostáváme 3ν vlastńıch hodnot ωj(k) a vlastńıch vektor̊u e
(j)
Bα(k) (j =

1, 2, . . . , 3ν); závislosti ωj(k) - fononové spektrum, fononový disperzńı zákon

• Brillouinova zóna (BZ) v reciprokém prostoru (prvńı, druhá, . . . ) - ekvi-

valent rovnoběžnostěnu z vektor̊u b1, b2, b3; objem BZ je VBZ = (2π)3/V0,

kde V0 = a1 · (a2 × a3) je objem primitivńı buňky v reálném prostoru

• význam k-vektoru
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3 Bloch̊uv teorém a normálńı souřadnice

• souhrn všech výchylek qRα = q(B+T)α lze považovat za složky abstraktńıho

vektoru v lokálńı bázi |Rα〉 = |(B + T)α〉 ≡ |BαT〉 (Diracova symbolika);

podobnostńı transformace daná matićı U (13) pak odpov́ıdá přechodu k tzv.

blochovské bázi, značené |Bαk〉 a definované vztahem

〈BαT|B′α′k〉 =
1√
N
δBα,B′α′ exp(ik · T) , (17)

kde jsme dodatečně zavedli normalizačńı faktor 1/
√
N ; označ́ıme-li souřadnice

v blochovské bázi |Bαk〉 jako q̃Bα(k), pak (17) lze zapsat též jako

qRα = q(B+T)α =
1√
N

∑

k

exp(ik ·T) q̃Bα(k) . (18)

Touto substitućı se nekonečná soustava pohybových rovnic (3) převede na

separované (vzhledem ke k) soustavy pohybových rovnic pro 3ν proměnných

q̃Bα(k) (tj. řešeńı lze provádět pro každé k zvlášt’).

• blochovská báze je delokalizovaná: |Bαk〉 odpov́ıdá výchylkám všech jader

B-tého druhu nekonečné PL, a to ve zvoleném směru α; přitom se amplitudy

výchylek na uzlech vzájemně posunutých o translačńı vektor T1 lǐśı pouze

fázovým faktorem exp (ik · T1):

〈(R + T1)α|B′α′k〉 = exp(ik · T1) 〈Rα|B′α′k〉 (19)

• nalezené vlastńı vektory e
(j)
Bα(k), j = 1, 2, . . . , 3ν, vedou k definici daľśı

delokalizované báze – báze tvořené vlastńımi kmity (fononovými módy) PL,

jej́ıž každý vektor |jk〉 je lineárńı kombinaćı blochovských bázových vektor̊u

|Bαk〉 se stejným k; explicitńı vztah k předchoźım báźım zńı:

〈Bαk|jk′〉 = δkk′

1√
MB

e
(j)
Bα(k) ,

〈BαT|jk〉 =
1√
N

1√
MB

e
(j)
Bα(k) exp(ik · T) , (20)

kde zavedeńı faktoru 1/
√
MB odpov́ıdá přechodu (6) od matice silové k dy-

namické

• pro vlastńı kmity |jk〉 lze dokázat vztah analogický (19), tj.

〈(R + T1)α|jk〉 = exp(ik · T1) 〈Rα|jk〉 . (21)
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Ten tvoř́ı obsah Blochova teorému: v jednom fononovém módu (vlastńım

kmitu PL) př́ıslušném danému k-vektoru se amplitudy výchylek dvou jader

vzdálených o translačńı mř́ıžkový vektor T1 lǐśı pouze fázovým faktorem

exp(ik · T1).

• ze vztahu (20) plyne přechod od p̊uvodńıch výchylek qRα = q(B+T)α (složek

vektoru v lokálńı bázi |Rα〉 = |(B + T)α〉) a k nim kanonicky sdružených

hybnost́ı pRα = p(B+T)α k novým výchylkám Qj(k) (složkám vektoru v bázi

vlastńıch kmit̊u |jk〉) a k nim kanonicky sdruženým hybnostem Pj(k):

q(B+T)α =
1√
MB

1√
N

BZ
∑

k

3ν
∑

j=1

e
(j)
Bα(k) exp(ik · T) Qj(k) ,

Pj(k) =
1√
N

∑

T

∑

B,α

1√
MB

e
(j)
Bα(k) exp(ik · T) p(B+T)α . (22)

Při normováńı vlastńıch vektor̊u e
(j)
Bα(k) na jednotku, tj.

∑

Bα

|e(j)
Bα(k)|2 = 1 , (23)

přejde p̊uvodńı hamiltonián (2) v nových proměnných do tvaru

H =
BZ
∑

k

3ν
∑

j=1

1

2

[

P 2
j (k) + ω2

j (k)Q2
j(k)

]

, (24)

což odpov́ıdá systému 3νN nezávislých harmonických oscilátor̊u. Veličiny

Qj(k) jsou tzv. normálńı souřadnice, Pj(k) jsou př́ıslušné hybnosti.

Poznámka: naznačený přechod k (24) neńı úplně přesný - správně bychom

měli vźıt v úvahu omezeńı plynoućı z reálnosti veličin qRα a pRα, která neńı v

transformaci (22) zohledněna, nebot’ vlastńı vektory e
(j)
Bα(k) jsou obecně kom-

plexńı. Správná formulace proto muśı vźıt v úvahu některé daľśı vlastnosti

fononových spekter, jako např. ωj(−k) = ωj(k) a možnost volby vlastńıch

vektor̊u tak, že splňuj́ı rovnost e
(j)
Bα(−k) =

[

e
(j)
Bα(k)

]

∗

.

4 Vlastnosti fononových spekter

• periodicita v reciprokém prostoru: ωj(k + G) = ωj(k), kde

G = m1b1 + m2b2 + m3b3 , m1, m2, m3 ∈ Z (25)

jsou vektory reciproké mř́ıžky
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• pozitivnost: ω2
j (k) ≥ 0

• invariance v̊uči inverzi času: ωj(−k) = ωj(k)

• bodová symetrie mř́ıžky (A - operace symetrie): ωj(Ak) = ωj(k)

• ekvifrekvenčńı plochy: ωj(k) = konst.

• hustota fononových stav̊u:

a) v reciprokém prostoru je konstantńı - pro velký klastr s objemem NV0 je

celkový počet fononových stav̊u v 1. BZ roven 3νN

b) na frekvenčńı ose je počet vlastńıch hodnot ve frekvenčńım intervalu

(ω, ω + dω) roven N (ω) dω, kde hustota stav̊u (na jednu primitivńı buňku)

je rovna

N (ω) =
3ν
∑

j=1

Nj(ω) ,

Nj(ω) =
V0

(2π)3

∫

ωj(k)=ω

dS

|∇k ωj(k)| , (26)

kde plošný integrál se bere po ekvifrekvenčńı ploše; alternativně

Nj(ω) =
V0

(2π)3

∫

BZ
δ (ω − ωj(k)) d3k

=
1

N

BZ
∑

k

δ (ω − ωj(k)) , (27)

kde integrál se bere přes 1. BZ v reciprokém prostoru, zat́ımco součet prob́ıhá

přes diskrétńı (kvazispojitý) vektor k = km (11)

c) při znalosti vlastńıch vektor̊u e
(j)
Bα(k) př́ıslušných k řešeńı problému (16)

lze celkovou hustotu stav̊u N (ω) rozložit na př́ıspěvky od jednotlivých Bα-

komponent (tzv. projektované hustoty stav̊u):

N (ω) =
∑

Bα

NBα(ω) ,

NBα(ω) =
3ν
∑

j=1

V0

(2π)3

∫

BZ
|e(j)

Bα(k)|2 δ (ω − ωj(k)) d3k

=
3ν
∑

j=1

1

N

BZ
∑

k

|e(j)
Bα(k)|2 δ (ω − ωj(k)) (28)

• kritické body fononové disperzńı závislosti, singularity v hustotě fononových

stav̊u, r̊uzné typy kritických bod̊u a singularit
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Figure 2: Rozklad celkové hustoty stav̊u na př́ıspěvky od dvou druh̊u atomů

pro modelová fononová spektra PL se strukturou CsCl (M1,M2 - hmoty

atomů báze, C11, C22, C12 - párové interakce mezi nejbližš́ımi atomy stejných

a r̊uzných druh̊u).

• chováńı ωj(k) pro k → 0: 3 větve akustické (ωj(0) = 0), ostatńı větve

optické

• akustické fonony v př́ıpadě Bravaisovy mř́ıžky (index B vynechán):

ω2 ∼ k2

[

∂2

(∂k)2
D̃α,α′(k)

]

k→0

, (29)
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ovšem (Rβ znač́ı β-tou složku vektoru R = T)
[

∂2

∂kβ∂kβ′

D̃α,α′(k)

]

k→0

= −
∑

R

Rβ Rβ′ D0α,Rα′

= − 1

M

∑

R

Rβ Rβ′ A0α,Rα′

∼ 1

M
V0 Λ =

Λ

ρ
, (30)

kde Λ je nějaká elastická konstanta, M je hmota jádra a ρ = M/V0 je hustota

PL. Nakonec pro k → 0 bude:

ω

k
∼

√

Λ

ρ
= vs , (31)

kde vs je rychlost zvuku z teorie elasticity (mechaniky kontinua).

5 Kvantová teorie

• kvantová teorie v normálńıch souřadnićıch, tj. pro systém nezávislých har-

monických oscilátor̊u (24)

• vlastńı stavy jsou charakterizovány posloupnost́ı {nj(k)}, kde nj(k) ∈
{0, 1, . . . } je kvantové č́ıslo jk-tého oscilátoru; vlastńı energie je rovna

E ({nj(k)}) =
BZ
∑

k

3ν
∑

j=1

h̄ ωj(k)
[

nj(k) +
1

2

]

(32)

a vlnová funkce vlastńıho stavu je dána vzorcem

Ψ ({Qj(k)}; {nj(k)}) =
BZ
∏

k

3ν
∏

j=1

ψnj(k) (Qj(k);ωj(k)) , (33)

kde ψn(Q;ω) označuje vlnovou funkci n-tého vlastńıho stavu harmonického

operátoru s kruhovou frekvenćı ω a s hmotou rovnou jedné - srv. (24)

• od operátor̊u polohy Q̂j(k) a hybnosti P̂j(k) lze přej́ıt k anihilačńım a

kreačńım operátor̊um jk-tého oscilátoru pomoćı

Q̂j(k) =

√

h̄

2

1
√

ωj(k)

[

â+
j (k) + âj(k)

]

,

P̂j(k) = i

√

h̄

2

√

ωj(k)
[

â+
j (k) − âj(k)

]

, (34)

a též k operátoru počtu fonon̊u jk-tého oscilátoru

n̂j(k) = â+
j (k) âj(k) (35)

9



6 Termodynamické vlastnosti

• termodynamické vlastnosti se źıskaj́ı snadno d́ıky zavedeńı normálńıch

souřadnic (systém nezávislých oscilátor̊u); přehled termodynamických vlast-

nost́ı jediného oscilátoru je v dodatku C

• středńı hodnota energie kmit̊u mř́ıžky (na jednu primitivńı buňku) se źıská

z (24, 96):

U(T ) =
1

N

BZ
∑

k

3ν
∑

j=1

h̄ ωj(k)

2
coth

(

βh̄ ωj(k)

2

)

=
∫

∞

0
N (ω)

h̄ω

2
coth

(

βh̄ω

2

)

dω , (36)

kde N (ω) je fononová hustota stav̊u (26) a β = (kBT )−1

• měrné teplo bude C(T ) = ∂U(T )/∂T ;

v limitě vysokých teplot (kBT � h̄ωmax) vyjde

U(T ) =
∫

∞

0
N (ω) kBT dω = 3νkBT , C(T ) = 3νkB , (37)

což je Dulong-Petit̊uv zákon;

pro T → 0 se uplatńı jen akustické fonony a vyjde (cvičeńı)

C(T ) ∼ T 3 (38)

• středńı kvadratická výchylka kmit̊u jednotlivých jader (jen pro Bravaisovu

mř́ıžku, tj. ν = 1, index B vynechán, R = T): podle (22) plat́ı

qRα =
1√
NM

BZ
∑

k

3
∑

j=1

Qj(k) e(j)α (k) exp(ik ·R) , (39)

odkud [viz pozn. pod (24)]

〈q2
Rα〉 =

1

NM

BZ
∑

k,k′

3
∑

j,j′=1

〈Qj(k)Qj′(k′)〉

× e(j)α (k)
[

e(j
′)

α (k′)
]

∗

exp[i(k − k′) · R] . (40)

Ovšem d́ıky nezávislosti normálńıch souřadnic pro r̊uzné fononové módy bude

〈Qj(k)Qj′(k′)〉 = δjj′ δkk′ 〈Q2
j(k)〉 , (41)
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takže z (40) a d́ıky normalizaci vlastńıch vektor̊u (23) nakonec vyjde

〈q2
Rα〉 =

1

NM

BZ
∑

k

3
∑

j=1

〈Q2
j(k)〉 |e(j)

α (k)|2 ,

〈q2
R
〉 =

∑

α

〈q2
Rα〉 =

1

NM

BZ
∑

k

3
∑

j=1

〈Q2
j(k)〉 . (42)

Odtud je vidět, že středńı kvadratická výchylka kmit̊u je pro všechna jádra

stejná (nezávislá na R). Při použit́ı klasické statistiky (92) dostaneme

〈q2
R
〉 =

kBT

M

1

N

BZ
∑

k

3
∑

j=1

1

ω2
j (k)

, (43)

zat́ımco v kvantovém př́ıpadě (96) bude výsledek

〈q2
R
〉 =

1

M

1

N

BZ
∑

k

3
∑

j=1

h̄

2ωj(k)
coth

(

βh̄ ωj(k)

2

)

. (44)

Oba výrazy se shoduj́ı pro vysoké teploty; pro T = 0 přejde kvantový výraz

na

〈q2
R
〉|T=0 =

h̄

2M

1

N

BZ
∑

k

3
∑

j=1

1

ωj(k)
, (45)

což se lǐśı od výrazu klasického (43) d́ıky tzv. nulovým kmit̊um v kvantovém

př́ıpadě.

7 Fonony a Mössbauer̊uv jev

• jádro při přechodu z excitovaného do základńıho stavu vyzařuje foton s

vlnovým vektorem K a s frekvenćı Ω0 danou energetickým rozd́ılem obou

stav̊u; přechod je zp̊usoben interakćı vnitřńıch stupň̊u volnosti jádra s elek-

tromagnetickým polem

• při uvážeńı pohybu těžǐstě jádra se d́ıky zpětnému rázu (zachováńı impulsu

a energie) vyzář́ı foton s frekvenćı menš́ı než Ω0

• jádro v PL vyzařuje fotony s frekvencemi změněnými od Ω0 o frekvence z

fononového spektra; kromě toho je však ve spektru př́ıtomna též komponenta

s p̊uvodńı frekvenćı Ω0 (Mössbauer̊uv jev - viz obr.)
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|

Ω0 Ω

(a)

|

Ω0 Ω

(b)

|

Ω0 Ω

(c)

|

Ω0 Ω

(d)

Obrázek znázorňuj́ıćı spektrálńı hustotu (jako funkci frekvence Ω) el.-mag.

zářeńı emitovaného z jádra: (a) nehybného, (b) volného, (c) v poli jediného

harmonického oscilátoru, (d) v pevné látce.

• hodnoty pro jádro 57Fe: energie jaderného přechodu 14 keV, přirozená š́ı̌rka

čáry 5 × 10−9 eV, energie zpětného rázu 2 × 10−3 eV

7.1 Klasický popis pohybu jader

• v tomto př́ıpadě poṕı̌seme el.-mag. pole i kmity jader klasicky; kvantově

pojednáme pouze jaderné vnitřńı stupně volnosti

• nejprve uvažujeme jádro o hmotě M pohybuj́ıćı se pouze ve směru vl-

nového vektoru K; jádro se nacháźı v poli jediného harmonického oscilátoru

s frekvenćı ω, tj. časová závislost výchylky jádra q(t) je dána periodickou

funkćı

q(t) = q cos(ωt) +
p

Mω
sin(ωt) , (46)

kde q a p znač́ı hodnotu výchylky a hybnosti v čase t = 0

• frekvenci el.-mag. zářeńı označ́ıme Ω; pro vlnové délky zářeńı mnohem

větš́ı než rozměry jádra lze časovou závislost interakčńıho členu hamiltoniánu

Ĥ ′(t) a př́ıslušného maticového elementu tohoto hamiltoniánu v Diracově

12



reprezentaci Ĥ ′

D(t) mezi stavem počátečńım (i - excitovaným) a konečným

(f - základńım) popsat vztahy (jen členy odpov́ıdaj́ıćı emisi fotonu)

Ĥ ′(t) ∼ exp(iΩt) exp[−iKq(t)] ,

〈f |Ĥ ′

D(t)|i〉 ∼ exp(−iΩ0t) exp(iΩt) exp[−iKq(t)]

=
∞
∑

n=−∞

Cn exp[i(Ω − Ω0 + nω)t] , (47)

kde jsme zavedli Fourierovy koeficienty Cn (závislé na počátečńıch podmı́n-

kách p, q) periodické funkce exp[−iKq(t)]:

exp[−iKq(t)] =
∞
∑

n=−∞

Cn exp(inωt) . (48)

Časová závislost (47) vede k pravděpodobnosti přechodu za jednotku času

závislé na frekvenci Ω podle

wfi(Ω) ∼
∞
∑

n=−∞

|Cn|2 δ(Ω − Ω0 + nω) , (49)

tj. přechody budou nastávat pro frekvence Ω posunuté vzhledem k Ω0 o

celistvé násobky frekvence oscilátoru nω (viz předchoźı obr.), a to s intenzi-

tami úměrnými |Cn|2.

• koeficienty Cn splňuj́ı sumačńı pravidlo (d̊usledek |exp[−iKq(t)]| = 1)

∞
∑

n=−∞

|Cn|2 = 1 , (50)

takže relativńı zastoupeńı komponenty s nezměněnou frekvenćı Ω0 ve spektru

je dáno veličinou C2
0 (C0 je reálné)

• explicitńı vyjádřeńı Cn lze źıskat pomoćı Besselových funkćı Jn(z) a vztahu

exp(iz sin t) =
∞
∑

n=−∞

Jn(z) exp(int) ; (51)

vyjde mj. C0 = J0(Kr) a |Cn|2 = J2
n(Kr), kde r2 = q2 + (p/Mω)2

• při experimentech na souboru identických jader v termodynamické rovno-

váze s teplotou T bude frekvence Ω0 zastoupena ve spektru s relativńı in-

tenzitou 〈C2
0 〉, kde 〈. . .〉 znač́ı statistické středováńı přes proměnné p, q (viz

dodatek C); pro 〈C2
0〉 lze d́ıky (93) źıskat dolńı odhad

〈C2
0〉 ≥ 〈C0〉2 , 〈C0〉 = exp

(

− K2

2
〈q2〉

)

, (52)

13



který dokazuje, že komponenta s p̊uvodńı frekvenćı Ω0 bude ve spektru vždy

př́ıtomna. Poznamenejme, že 〈C0〉 udává vystředovanou hodnotu amplitudy

komplexńı funkce (48).

• přesný výpočet 〈C2
0〉 s využit́ım (51) vede k výsledku

〈C2
0〉 = exp

(

−K2〈q2〉
)

J0

(

iK2〈q2〉
)

= exp
(

−K2〈q2〉
)

(

1 +
K4

4
〈q2〉2 + . . .

)

, (53)

který ukazuje, že dolńı odhad (52) je velice dobrým vyjádřeńım pro malé

hodnoty K2〈q2〉, s relativńı chybou řádu K4〈q2〉2

• pro jádro v PL je nutno nahradit faktor exp[−iKq(t)] v (47) obecným

výrazem exp[−iK ·q(t)], kde q(t) je výchylka mössbauerovského jádra, jehož

rovnovážnou polohu voĺıme uvnitř buňky s T = 0, tj. R = B; po přechodu

k normálńım souřadnićım Qs(t) = Qj(k, t) podle (22) dostaneme

K · q(t) =
∑

s

κsQs(t) , s ≡ (jk), k ∈ BZ, j = 1, . . . , 3ν,

κs =
1√
MB

1√
N

∑

α

Kα e
(j)
Bα(k) , (54)

kde jsme zavedli kvazispojitý složený index s normálńıch mód̊u s frekvencemi

ωs = ωj(k). Jednotlivé fononové módy přitom vstupuj́ı do fáze el.-mag. vlny

s efektivńımi vlnovými č́ısly κs, přičemž κs → 0 pro N → ∞.

• vzhledem k nezávislosti normálńıch mód̊u je zřejmé, že ve spektru budou

obsaženy frekvence Ω = Ω0+
∑

s nsωs, kde všechna ns jsou celá č́ısla; relativńı

intenzita čáry s frekvenćı Ω0 (tj. všechna ns = 0) bude pak dána součinem

výraz̊u (53) přes všechny módy; vyjde výraz

f = exp

(

−
∑

s

κ2
s

〈

Q2
s

〉

) (

1 +
1

4

∑

s

κ4
s

〈

Q2
s

〉2
+ . . .

)

, (55)

kde sumu v argumentu exponenciály lze podle (54) ztotožnit s 〈(K · q)2〉
(nezávislost normálńıch mód̊u), zat́ımco druhá suma i daľśı vytečkované členy

pro nekonečnou PL (N → ∞) vymiźı; výsledek tedy je

f = exp
{

−
〈

(K · q)2
〉}

, (56)

což je tzv. Lamb̊uv-Mössbauer̊uv faktor: relativńı intenzita čáry s nepo-

sunutou frekvenćı Ω0 je dána středńı hodnotou kvadrátu výchylky jádra ve

směru emitovaného fotonu
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7.2 Kvantový popis pohybu jader

• v tomto př́ıpadě popisujeme klasicky pouze el.-mag. pole; pro kmity jader

i jaderné vnitřńı stupně volnosti použijeme kvantový popis

• pro jádro v poli jediného oscilátoru s hamiltoniánem

Ĥosc =
p̂2

2M
+

Mω2

2
q̂2 , (57)

jehož vlastńı hodnoty jsou En = h̄ω(n+1
2
), kde n ∈ {0, 1, . . .}, a pro počátečńı

kvantový stav |i〉 s jádrem v excitovaném stavu a oscilátorem ve stavu n a

pro konečný stav |f〉 s jádrem v základńım stavu a oscilátorem ve stavu n′

dostaneme pro interakčńı hamiltonián [srv. (47)]

Ĥ ′(t) ∼ exp(iΩt) exp(−iKq̂) ,

〈f |Ĥ ′

D(t)|i〉 ∼ exp{i[Ω − Ω0 + (n′ − n)ω]t} Cn′n , (58)

kde Cn′n znač́ı maticový element

Cn′n = 〈n′ |exp(−iKq̂)|n〉 . (59)

Z časové závislosti (58) plyne pravděpodobnost přechodu za jednotku času

wfi(Ω) ∼ |Cn′n|2 δ
(

Ω − Ω0 + (n′ − n)ω
)

, (60)

tj. přechod pro frekvenci Ω posunutou vzhledem k Ω0 o (n′ − n)ω; intenzity

jednotlivých přechod̊u budou úměrné |Cn′n|2.

• maticové elementy Cn′n splňuj́ı sumačńı pravidlo

∞
∑

n′=0

|Cn′n|2 = 1 , (61)

takže C2
nn udává relativńı intenzitu komponenty s nezměněnou frekvenćı Ω0

(Cnn jsou reálné)

• spektrum souboru identických jader o teplotě T bude obsahovat čáru s

frekvenćı Ω0 s relativńı intenzitou 〈C2
nn〉, kde 〈Xn〉 ≡

∑

∞

n=0 ρnXn znač́ı stati-

stické středováńı s boltzmannovským rozděleńım, tj. ρn ∼ exp(−βEn) (viz

dodatek C); s užit́ım (97) lze pro 〈C2
nn〉 źıskat dolńı odhad

〈C2
nn〉 ≥ 〈Cnn〉2 ,

〈Cnn〉 = 〈exp(−iKq̂)〉 = exp

(

− K2

2
〈q̂2〉

)

, (62)
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který je kvantovou analogíı klasického odhadu (52)

• přesněǰśı výpočet 〈C2
nn〉 lze snadno provést jen ve fyzikálně významné limitě

K → 0; z Taylorova rozvoje exponenciály v (59) do člen̊u ∼ K4 se źıská

〈C2
nn〉 − 〈Cnn〉2 ≈ K4

4

(〈

〈n|q̂2|n〉2
〉

− 〈q̂2〉2
)

. (63)

Dı́ky vztahu 〈n|q̂2|n〉 = En/(Mω2) lze pravou stranu v (63) vyjádřit pomoćı

stavové sumy harmonického oscilátoru; výsledek lze psát ve tvaru [srv. (53)]

〈C2
nn〉 = exp

(

−K2〈q̂2〉
)

[

1 +
K4

4

(

〈q̂2〉2 − 〈q̂2〉20
)

+ . . .

]

, (64)

kde 〈q̂2〉0 = h̄/(2Mω) znač́ı kvadrát výchylky oscilátoru v základńım stavu.

Poznamenejme pro úplnost, že přesný vztah zńı:

〈C2
nn〉 = exp

(

−K2〈q̂2〉
)

J0

(

iK2
√

〈q̂2〉2 − 〈q̂2〉20
)

, (65)

což je opět analogické výrazu klasickému (53).

• pro jádro v nekonečné PL lze opět přej́ıt k normálńım souřadnićım; vyjde,

že intenzita čáry s nezměněnou frekvenćı Ω0 (tj. četnost jaderného přechodu

nedoprovázeného změnou fononového stavu PL) je dána kvantovým Lamb-

Mössbauerovým faktorem

f = exp
{

−
〈

(K · q̂)2
〉}

. (66)

Jeho hodnota je menš́ı než v př́ıstupu klasickém (56), zejména pro ńızké

teploty, avšak dostatečná pro pozorováńı a využit́ı Mössbauerova jevu.

8 Fonony - experiment

• fononové energie: 0.01 − 0.1 eV (frekvence ∼ 1013 Hz)

• absorpce el.-mag. zářeńı (foton̊u)

• rozptyl, difrakce: foton̊u, neutron̊u

• zákon zachováńı energie: fonon . . . h̄ωj(k)

• zákon zachováńı impulsu: fonon . . . h̄(k + G)

• Infračervená absorpce

- lze prakticky zanedbat impuls foton̊u

16



- absorpce pro frekvence rovné frekvenćım transverzálńıch optických fonon̊u

pro k = Γ

- v́ıcefononové procesy

k, ω

k1, ω1

k2, ω2

k, ω

k1, ω1

k2, ω2

• Rozptyl optických foton̊u na fononech

- energie foton̊u 1 − 10 eV

- bez změny energie fotonu: Rayleigh̊uv rozptyl

- s účast́ı (emise, absorpce) fononu optického: Raman̊uv rozptyl

akustického: Brillouin̊uv rozptyl

k, ω
k′, ω′

k, ω

k, ω
k′, ω′

k, ω

• Rozptyl rentgenového zářeńı na fononech

- obt́ıžnost měřit změny energie foton̊u

• Rozptyl neutron̊u na fononech

- energie neutron̊u 10−2 − 1 eV

- možnost sledovat jak změny energie, tak impulsu [tj. disperzńı závislost

ωj(k)]

• Teplotńı závislost intenzity difrakčńıch maxim (neutrony, rtg. zářeńı)

- h̄K znač́ı přenesený impuls (K = k′ − k)

- uvažujeme jen Bravaisovy mř́ıžky (R = T)

- bez fonon̊u je intenzita I ∼ AA∗, kde amplituda A je

A ∼
∑

R

exp(iK · R) ∼
∑

G

δ(K − G) , (67)

tj. maxima pro K = G (Braggova podmı́nka)
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- se zahrnut́ım fonon̊u nutno vźıt

A → 〈A〉 ∼
〈

∑

R

exp[iK · (R + q
R

)]

〉

(68)

kde 〈. . .〉 zahrnuje kvantově-mechanické středováńı přes jednotlivé fononové

stavy a statistické středováńı při dané teplotě T

- středováńı amplitudy ⇐⇒ fononový stav nezměněn

- pro 〈A〉 s využit́ım normálńıch souřadnic a vztahu (97) vyjde

〈A〉 ∼
∑

R

exp(iK ·R) 〈exp(iK · qR)〉 ,

〈exp(iK · qR)〉 = exp
{

− 1

2

〈

(K · qR)2
〉

}

≡ exp(−W ) ,

W =
1

2

〈

(K · qR)2
〉

, (69)

kde W je úměrné středńı hodnotě kvadrátu výchylky jádra ve směru vektoru

K; přitom W záviśı na velikosti vektoru K, ale nezáviśı na R [srv. (42)]

- pro intenzitu pak vyjde

I ∼ |〈A〉|2 ∼ exp(−2W )

∣

∣

∣

∣

∣

∑

R

exp(iK · R)

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (70)

čili maxima intenzity jsou opět pro K = G, ale intenzita v těch maximech je

sńıžena př́ıslušným Debye-Wallerovým faktorem exp(−2W )

- podobnost Debye-Wallerova a Lamb-Mössbauerova faktoru [srv. (66)]
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A Vliv hraničńıch podmı́nek na spektrum

Pro jednodimenzionálńı řet́ızek délky N složený ze stejných atomů kmi-

taj́ıćıch jen v jednom směru a se silovou matićı spojuj́ıćı jen nejbližš́ı sousedy

se problém nalezeńı spektra kmit̊u zredukuje v podstatě na dva př́ıpady (oba

s maticemi v indexech m,n = 1, 2, . . . , N).

• Volné hraničńı podmı́nky:

Př́ıslušná dynamická matice je (až na nepodstatné přeškálováńı a posuvy na

ose λ = ω2) ekvivalentńı matici:

Dmn = δm,n+1 + δm+1,n , (71)

jej́ıž vlastńı hodnoty λn a jim př́ıslušej́ıćı (nenormalizované) vlastńı vektory

|n̄〉 jsou dány vztahy:

λn = 2 cos
(

πn

N + 1

)

, 〈m|n̄〉 = sin
(

πmn

N + 1

)

. (72)

Posledńı vztah využ́ıvá Diracovy symboliky: 〈m|n̄〉 znač́ı amplitudu vlastńıho

vektoru |n̄〉 na m-tém uzlu. Pro N → ∞ vyplńı vlastńı hodnoty celý interval

λ ∈ (−2, 2), a to s hustotou w(λ) = π−1(4 − λ2)−1/2.

Poznámka: Přesněji řečeno odpov́ıdá matice (71) př́ıpadu, kdy atomy s

1 ≤ n ≤ N kmitaj́ı, zat́ımco ostatńı atomy nekonečného řet́ızku (n ≤ 0,

n ≥ N + 1) jsou pevně drženy ve svých rovnovážných polohách.

• Periodické hraničńı podmı́nky:

Př́ıslušná dynamická matice je ekvivalentńı matici:

Dmn = δm,n+1 + δm+1,n + δm,1 δn,N + δm,N δn,1 , (73)

kde posledńı dva členy popisuj́ı interakci prvńıho a N -tého atomu. Vlastńı

hodnoty λn a př́ıslušné vlastńı vektory |n̄〉 jsou tentokrát rovny:

λn = 2 cos
(

2πn

N

)

, 〈m|n̄〉 = exp
(

2πimn

N

)

. (74)

Pro N → ∞ vyplńı vlastńı hodnoty stejný interval a se stejnou hustotou

w(λ) jako v předchoźım př́ıpadě.

B Fourierovy transformace v př́ıpadě jedné

dimenze

Uvažujeme pro jednoduchost pouze kmity v jediném směru, takže index α

odpadne, a dále vezmeme pouze jeden atom v hmotné bázi, takže index B
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také odpadne. Mř́ıžkové uzly č́ıslujeme pomoćı n ∈ Z.

Periodické hraničńı podmı́nky (10) s periodou N znamenaj́ı

qn+N = qn (75)

pro všechna n ∈ Z. Pro takové periodické posloupnosti můžeme psát jejich

Fourier̊uv rozklad ve tvaru (diskrétńı Fourierova transformace):

qn =
N−1
∑

m=0

cm exp
(

2πimn

N

)

, (76)

kde konstanty cm, m = 0, 1, . . . , N − 1, jsou libovolné. Inverzńı vztah zńı

cm =
1

N

N−1
∑

n=0

qn exp
(

− 2πimn

N

)

. (77)

Dodefinujeme-li cm periodicky pro všechna celá m:

cm+N = cm , (78)

pak v (76, 77) lze sč́ıtat přes libovolnou posloupnost délky N (≡ P.D.N).

Potom lze (76, 77) psát ve tvaru

qn =
P.D.N
∑

m

Unm cm , cm =
P.D.N
∑

n

(U−1)mn qn , (79)

kde elementy matic U a U−1 jsou dány pomoćı

Unm = exp
(

2πimn

N

)

, (U−1)mn =
1

N
exp

(

− 2πimn

N

)

. (80)

Periodičnost (translačńı invariance) dynamické matice (8) znamená, že

Dnn′ = D(n+t)(n′+t) (81)

pro všechna n, n′, t ∈ Z.

Poznámka: Fyzikálńı d̊uvody vedou k předpokladu konečného dosahu inter-

akćı, což pro dynamickou matici znamená, že existuje nějaká kladná veličina

L taková, že

|n− n′| > L =⇒ Dnn′ = 0 . (82)

Volba periodických hraničńıch podmı́nek ovšem vede k požadavku

D(n+N)n′ = Dnn′ = Dn(n′+N) , (83)
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který je s (82) ve sporu. Pokud ale voĺıme N � L (nebo aspoň N > 2L), lze

(83) považovat za změnu p̊uvodńı konečnědosahové dynamické matice (82).

Tato změna se týká jen maticových element̊u Dnn′ pro |n − n′| ≥ N − L a

na konečném výsledku se neprojev́ı (viz ńıže).

Poč́ıtejme nyńı matici D̃ = U−1DU , jej́ıž spektrum je shodné se spektrem

dynamické matice D. Dostaneme postupně (0 ≤ m,m′ < N):

D̃mm′ =
P.D.N
∑

nn′

(U−1)mnDnn′ Un′m′

=
1

N

P.D.N
∑

nn′

exp
[

2πi

N
(−mn +m′n′)

]

Dnn′ [n′ = n+ t]

=
1

N

P.D.N
∑

nt

exp
{

2πi

N
[(m′ −m)n +m′t]

}

Dn(n+t) [Dn(n+t) = D0t]

=
1

N

P.D.N
∑

n

exp
[

2πi

N
(m′ −m)n

] P.D.N
∑

t

exp

(

2πim′t

N

)

D0t

= δmm′

P.D.N
∑

t

exp
(

2πimt

N

)

D0t . (84)

Zde jsme v posledńım kroku využili vztahu

1

N

P.D.N
∑

n

exp
[

2πi

N
(m′ −m)n

]

= δmm′ , (85)

který lze snadno dokázat pomoćı vzorce pro součet geometrické řady. Hlavńı

výsledek (84) spoč́ıvá v diagonálńım tvaru matice D̃mm′ .

Výsledek lze přepsat do tvaru:

D̃mm′ = δmm′ D̃(km) , (86)

kde (pro velké N a pro 0 ≤ m < N)

km =
2πm

N
(87)

je kvazispojitá proměnná z intervalu [0, 2π) a

D̃(k) =
∑

t

exp(ikt)D0t (88)

je periodická funkce reálné proměnné k (s periodou 2π); vztah (88) je jej́ı

Fourierovou řadou.

Poznámka: Součet v (88) se provád́ı přes libovolnou P.D.N a s maticovými

elementy D0t změněnými podle (83). Pokud tedy sč́ıtáme přes −(N/2) ≤
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t ≤ (N − 1)/2, pak součet fakticky obsahuje jen členy pro −L ≤ t ≤ L, a

to d́ıky (82) a předpokladu N � L, tj. obsahuje jen p̊uvodńı (nezměněné)

maticové elementy dynamické matice. S nimi pak lze – opět d́ıky jejich

konečnému dosahu (82) – rozš́ı̌rit součet v (88) na všechna t ∈ Z. Funkce

D̃(k) definovaná z p̊uvodńıch element̊u dynamické matice vztahem (88) tedy

na N nezáviśı.

C Statistické vlastnosti harmonického

oscilátoru

• Klasický př́ıpad:

Pro jediný harmonický oscilátor s jednotkovou hmotou a frekvenćı ω máme

hamiltonián [srv. (24)]

H(P,Q) =
1

2

(

P 2 + ω2Q2
)

. (89)

Při teplotě T je statistické středováńı 〈. . .〉 definováno vztahem

〈f(P,Q)〉 =

∫

exp(−βH(P,Q)) f(P,Q) dP dQ
∫

exp(−βH(P,Q)) dP dQ
, (90)

kde f(P,Q) je libovolná funkce ve fázovém prostoru a β = (kBT )−1. S užit́ım

gaussovského integrálu

∫

∞

−∞

exp

(

− x2

2
+ hx

)

dx =
√

2π exp

(

h2

2

)

(91)

lze dokázat platnost následuj́ıćıch vztah̊u:

〈P 2〉 = ω2〈Q2〉 = 〈H(P,Q)〉 = kBT , (92)

〈exp(cQ)〉 = exp

(

c2

2
〈Q2〉

)

, (93)

kde c je libovolná (i komplexńı) konstanta.

• Kvantový př́ıpad:

Kvantovou analogíı klasického hamiltoniánu (89) je

Ĥ =
1

2

(

P̂ 2 + ω2Q̂2
)

= h̄ω
(

n̂+
1

2

)

, (94)

22



kde n̂ je operátor počtu kvant [srv. (35)]. Kvantové statistické středováńı

〈. . .〉 je definováno pomoćı

〈f̂〉 =
Tr
[

exp
(

−βĤ
)

f̂
]

Tr
[

exp
(

−βĤ
)] , (95)

kde f̂ je libovolný hermiteovský operátor a Tr znač́ı stopu operátoru. Ze

známého spektra hamiltoniánu (94) lze pomoćı součtu nekonečné geometrické

řady a pomoćı viriálového teorému odvodit vztahy

〈n̂〉 =
1

exp(βh̄ω) − 1
,

〈Ĥ〉 = 〈P̂ 2〉 = ω2〈Q̂2〉 =
h̄ω

2
coth

(

βh̄ω

2

)

. (96)

Pro h̄→ 0 (klasická limita), nebo pro T → ∞ (limita vysokých teplot) přejde

kvantový výraz pro středńı hodnotu hamiltoniánu v klasický (92). Dále lze

dokázat platnost vztahu

〈exp(cQ̂)〉 = exp

(

c2

2
〈Q̂2〉

)

, (97)

v naprosté analogii s klasickým vztahem (92).
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