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1 Uvod

e pevnd latka (PL) jako mnohacdsticovy problém: jadra, elektrony, fotony

e Born-Oppenheimerova aproximace, klasicky hamiltonian H

_ v Pha
Ho= X e+ V ({ama)) (1)

kde R cisluje jednotliva jadra a soucasné znadci jejich rovnovazné polohové
vektory, a = x,y, z znaci kartézsky index, a ¢ro. a pra znaci a-tou slozku
polohy a impulsu R-tého jadra
® DPro gr, oznacujici malé vychylky z rovnovaznych poloh a v harmonické
aproximaci:
Pk 1
H=>" ﬁ + 5 > Y Arare qRa (R (2)
Rao R Ra R/«

kde Arqar/or zZnaci silovou matici, kterd je redlnd, symetrickd a pozitivné

semidefinitni

e pohybové rovnice:

MR dRa + Z ARa,R’a’ qrR/«/ = 0 (3>
R'a’
e pro harmonickou casovou zavislost qra = g%, exp(iwt) vede podminka

existence netrividlnfho feSen{ (tj. nenulovych amplitud ¢%,) na

det (_MszéRa,R’a’ + ARQ,RIO/) =0 (4)



coz je ekvivalentni se standardnim problémem vlastnich hodnot
det (—w2 6Ra,R’a’ + DRQ,RIQI) =0 (5)

kde
DRa,R/a’ = Mf_{l/2 ARa,R/a’ M}ill/Q (6)

je dynamickd matice (redlnd, symetrickd, pozitivné semidefinitni)

e vlastn{ ¢isla w? dynamické matice Dra Ros jSOu vSechna nezaporna, tii z

nich jsou nulova

2 Fononova spektra

e rovnovazné polohy jader v PL:
R =B+T s T = nia; + nqas + nsas, (7)

kde B znaci rovnovazné polohové vektory jader hmotné baze a soucasné
¢isluje jednotliva jadra (1,2,...,v); T znaci translaéni vektory krystalické

struktury PL (aj, as, ag - tii zdkladni translaéni vektory; ni,ng, n3 € 2)
e periodi¢nost PL (translaéni invariance):

Mrir = Mwr , D®iT)o,®R+T)r = DRaR/o (8)
takze nezdvislymi parametry problému v PL jsou pouze Mg a Dgq,(B/+T)o/

e spektrum (tj. mnozina vlastnich hodnot) dynamické matice pro PL se ziskd

jako limita pro N — oo spektra konecného klastru (velkého rovnobéznosténu):

R — B+T,,
T, = nia; + ngas + nsas , 0<n; <N; (2:1,2,3), (9)

kde n = (ny,n2,n3), N = N1N3Nj je celkovy pocet primitivnich bunék

obsazenych v klastru a N; — oo (i = 1,2, 3)

e hrani¢ni podminky mohou byt: a) volné (¢ pevné, ¢i jinak konkrétné

zadané), nebo b) periodické (cyklické, Born-Kdrmanovy), coz znamena, ze

IR+Na)e = QR+Nsas)a = dRiNsaz)a = (Ra - (10)



Na vybéru hrani¢nich podminek v limité N — oo nezavisi (viz dodatek A).

e vyuziti translacni invariance (8) a periodickych hraniénich podminek (10)
ke zjednoduseni problému vlastnich hodnot (5) (pro pfipad jedné dimenze -
viz dodatek B): k velkému klastru (9) zadefinujeme

my mao ms .
k, = —b —Db —bs , <m; < N; =1,2,3), 11
N, 1+ N, 2 + N, 3 0<m; < (i 3) (11)

kde m = (my, ma,m3), b; (i = 1,2,3) je trojice zdkladnich miizkovych vek-

toru v reciprokém prostoru, definovand pomoci
a; - bj = 271'52‘]' s (12)

a k,, je kvazispojity vektor lezici v rovnobéznosténu tvoreném vektory by, b,
bs. Vektory k,, (11) spliiuji podminky exp(ik,, - N;a;) =1 (j = 1,2, 3). Pak
transformujeme dynamickou matici D®4T,)a,B+T,)oer POmoci podobnostni
transformace na D = U~ DU, kde

Ui = exp(ik, -T,) = exp{27ri<n1m1 + fi2t + n3m3)} ,

Ny Ny Ns

(U = % exp(—iky, - T) . (13)

Dostaneme:
R N N
DBma,B’m’a’ = Z Z (U_1>mn D(B—i—Tn)a,(B’—i-Tn/)a/ Unimy
== 5mm/ DBa,B/o/(km) ) (14)
kde veli¢iny f)Ba,B/a/ (k) jsou definovany pomoci
Dpaper(k) = Y explik - T) Dpo,mmyar (15)
T
Vztah (15) definuje tzv. miizkovou Fourierovu transformaci matice D.

e vlastnosti matic D(k): hermiteovské, tj. Dpapror (k) = D*B/a,7Ba(k), pozi-
tivné semidefinitni a déle splinjici Do pror(—k) = DEQ7B/al(k), coz plyne z

invariance pohybovych rovnic (3) vuéi inverzi casu

e hlavni vysledek: transformovand dynamickd matice (14) je diagondlni v
indexech m,m’; pro kazdou hodnotu vektoru k = k,, pak fesime problém

vlastnich hodnot s koneénou dimenzi
det (w2 (5]30[,]3/0/ — DBQ,B/a/ (k)) =0 3 (16)
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M;=3/2, My=1, C;;=C,,=1/2, C;,=1

3
R M r X R r N
M1:3, M2:1, C].l:l’ C22:0, C12:1
0
R M r x R r Nw)

Figure 1: Modelové fononova spektra PL se strukturou CsCl (M;, M, - hmoty
atomu béze, C11, Cas, C'o - parové interakce mezi nejblizs§imi atomy stejnych

a ruznych druhu). Pravy panel - hustota fononovych stavu.

odkud dostavame 3v vlastnich hodnot w; (k) a vlastnich vektort egi(k) (j=

1,2,...,3v); zavislosti w; (k) - fononové spektrum, fononovy disperzni zakon

e Brillouinova zéna (BZ) v reciprokém prostoru (prvni, druhd, ...) - ekvi-
valent rovnobéznosténu z vektoru by, by, bs; objem BZ je Vz = (27)3/ V5,

kde Vo = a; - (a3 X a3) je objem primitivni bunky v redlném prostoru

e vyznam k-vektoru



3 Blochuv teorém a normalni souradnice

e souhrn vSech vychylek gro = qB+T)0 1z povazovat za slozky abstraktniho
vektoru v lokdlni bazi |Ra) = [(B + T)a) = |BaT) (Diracova symbolika);
podobnostni transformace dand matici U (13) pak odpovidéd pfechodu k tzv.

blochovské bézi, znacené |Bak) a definované vztahem

1
(BaT|B'a'k) = ﬁ53a,3/a/ exp(ik - T) , (17)

kde jsme dodatecné zavedli normaliza¢ni faktor 1/v/N; oznaéime-li souradnice

v blochovské bazi |Bak) jako ¢ga(k), pak (17) lze zapsat téz jako
1
qRa = 4B+T)a = /= Z eXp(lk ’ T) (jBOc(k) . (18>
VN 4

Touto substituci se nekoneéna soustava pohybovych rovnic (3) pfevede na
separované (vzhledem ke k) soustavy pohybovych rovnic pro 3v proménnych

GBa(k) (tj. Teseni lze provadét pro kazdé k zvlast).

e blochovskd béze je delokalizovana: |Bak) odpovida vychylkdm vsech jader
B-tého druhu nekonecné PL, a to ve zvoleném sméru «; pritom se amplitudy
vychylek na uzlech vzajemné posunutych o translacni vektor T; lisi pouze

fazovym faktorem exp (ik - T):

(R4 T))a|B'd'k) = exp(ik-T) (Ra|B'a’k) (19)
e nalezené vlastni vektory eg()l(k), j = 1,2,...,3v, vedou k definici dalsi
delokalizované béze — baze tvofené vlastnimi kmity (fononovymi mdédy) PL,
jejiz kazdy vektor |jk) je linedrni kombinaci blochovskych bazovych vektoru

|Bak) se stejnym k; explicitni vztah k predchozim bazim zni:

1 .
Bok|jK) = b v (k
< «Q |j > kk \/M—B eBa( ) )
L1y
€Ba
VN Mg
kde zavedeni faktoru 1/4/Mp odpovidd prechodu (6) od matice silové k dy-

namické

(BaT|jk) =

(k) exp(ik - T) (20)

e pro vlastni kmity |jk) lze dokdzat vztah analogicky (19), t;.
(R+T)aljk) = exp(ik-Ty) (Raljk) . (21)

>



Ten tvoii obsah Blochova teorému: v jednom fononovém mdédu (vlastnim
kmitu PL) pfislusném danému k-vektoru se amplitudy vychylek dvou jader
vzdalenych o translaéni miizkovy vektor T, 1isi pouze fazovym faktorem
exp(ik - T7).

e ze vztahu (20) plyne piechod od ptivodnich vychylek ¢gra = ¢B+1)a (slozek
vektoru v lokalni bazi |Ra) = [(B+ T)a)) a k nim kanonicky sdruzenych
hybnosti pra = pB+1)e k novym vychylkdm @Q;(k) (slozkdm vektoru v bézi
vlastnich kmitu [jk)) a k nim kanonicky sdruzenym hybnostem P;(k):

1 1 BZ 3v ) )
WM = 3 Ty o 2 CBall) explik ) Qi)
1 1 ) )
P.(k) = — I (k k-T o - 22
J( ) \/N - ]3Z,a \/M—B €B ( ) eXp(l )p(B+T) ( )

Pii normovani vlastnich vektori e¥) (k) na jednotku, tj.

S leghk))? =1, (23)

Ba

prejde puvodni hamiltonidn (2) v novych proménnych do tvaru
[P2(k) + wi(k)Q(K)] (24)

coz odpovida systému 3vN nezavislych harmonickych oscildtoru. Veliciny
Q);(k) jsou tzv. normalni soutadnice, P;(k) jsou piislusné hybnosti.

Pozndmka: naznaceny prechod k (24) neni uplné presny - spravné bychom
méli vzit v avahu omezeni plynouci z realnosti veli¢in qr, & pra, ktera neni v
transformaci (22) zohlednéna, nebot vlastni vektory egl (k) jsou obecné kom-
plexni. Spravna formulace proto musi vzit v Gvahu nékteré dalsi vlastnosti
fononovych spekter, jako napi. w;(—k) = w;(k) a moznost volby vlastnich

vektoru tak, ze spliuji rovnost eg) (k) = {eg) (k)r

4 Vlastnosti fononovych spekter

e periodicita v reciprokém prostoru: w;(k + G) = w;(k), kde
G = mib; + moby 4+ msbg , my, Mo, M3 € 2 (25)

jsou vektory reciproké mrizky



e pozitivnost: w?(k) >0

e invariance vuci inverzi ¢asu: w;(—k) = w;(k)
e bodova symetrie miizky (A - operace symetrie): w;(Ak) = w;(k)
e ckvifrekvenéni plochy: w;(k) = konst.

e hustota fononovych stavu:

a) v reciprokém prostoru je konstantni - pro velky klastr s objemem NVj je
celkovy pocet fononovych stava v 1. BZ roven 3v N

b) na frekvencni ose je pocet vlastnich hodnot ve frekvenénim intervalu
(w,w + dw) roven N (w) dw, kde hustota stavii (na jednu primitivni{ buiiku)

je rovna
3v
Nw) = X Njw),
j=1

Vo dsS
M) = 5 Lo Frmi@l (26)

kde plosny integral se bere po ekvifrekvenc¢ni plose; alternativné

Ni(w) = s f, 8l —w) &
1 BZ
= ; § (w—w;(K)) | (27)

kde integral se bere ptes 1. BZ v reciprokém prostoru, zatimco soucet probiha
ptes diskrétni (kvazispojity) vektor k = k,,, (11)

¢) pii znalosti vlastnich vektoru eg) (k) piislusnych k feseni problému (16)
lze celkovou hustotu stavu N (w) rozlozit na pifspévky od jednotlivych Ba-

komponent (tzv. projektované hustoty stavu):

N(w) = Z ./\/Ba(w) s

Nools) = 3 505 [ 16800 5w —wy00)

- z - > 1o 0910 (0~ (1) (28)

e kritické body fononové disperzni zavislosti, singularity v hustoté fononovych

stavu, ruzné typy kritickych bodu a singularit
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M1:3/2, M2:l, C11:C22:1/2, C12:1

S 5} .
Z
0
0 1 2
A
00—
M,=3, M,=1
C11=1, C3=0, Cpp=1
S 10t 1
Z
0
0 1 2

Figure 2: Rozklad celkové hustoty stavu na piispévky od dvou druhu atomu
pro modelova fononovéd spektra PL se strukturou CsCl (M;, My - hmoty
atomu béze, C11, Csg, C1o - parové interakce mezi nejblizs§imi atomy stejnych

a ruznych druhu).

e chovani w;(k) pro k — 0: 3 vétve akustické (w;(0) = 0), ostatni vétve

optické

e akustické fonony v piipadé Bravaisovy miizky (index B vynechan):

62
(Ok)?

w? ~ k2 [ Dm/(k)] : (29)

k—0
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ovsem (Rj znaci [-tou slozku vektoru R = T)

0> ~
Da,o/ (k)] = - Rﬁ Rﬁ’ DOa,Ra’
[5’%3’%' k-0 %:

1
= T 37 Z Rﬁ Rﬁ/ AOa,Ra’
M R

1 A
~ — VWA = — 30
kde A je néjakd elasticka konstanta, M je hmota jadra a p = M /Vj je hustota
PL. Nakonec pro k — 0 bude:

w A
’ S = (31)

kde v je rychlost zvuku z teorie elasticity (mechaniky kontinua).

5 Kvantova teorie

e kvantova teorie v normélnich soutradnicich, tj. pro systém nezavislych har-

monickych oscilatoru (24)

e vlastni stavy jsou charakterizovany posloupnosti {n;(k)}, kde n;(k) €

{0,1,... } je kvantové ¢islo jk-tého oscilatoru; vlastni energie je rovna
BZ 3v 1
E({n,00)) = 3.3 hey10) |y(k) + (32)
kK j=1

a vlnova funkce vlastniho stavu je dana vzorcem

BZ 3v

U ({Q;k)F{n;(k)}) = T 1T ¥n00 (Qi(K);w;(k)) (33)

Kk j=1
kde ¥, (Q;w) oznacuje vlnovou funkci n-tého vlastniho stavu harmonického

operatoru s kruhovou frekvencl w a s hmotou rovnou jedné - srv. (24)

e od operatoru polohy Qj(k) a hybnosti 15](k) lze prejit k anihilaénim a

krea¢nim operatorum jk-tého oscilatoru pomoci

Bk) = i@ ey [ar () — a;(0)] (34)

a téz k operatoru poctu fononu jk-tého oscilatoru

ni(k) = af (k) a;(k) (35)



6 Termodynamické vlastnosti

e termodynamické vlastnosti se ziskaji snadno diky zavedeni normalnich
soutadnic (systém nezavislych oscildtorn); prehled termodynamickych vlast-

nosti jediného oscilatoru je v dodatku C

e stfedni hodnota energie kmitu mfizky (na jednu primitivni bunku) se ziské
z (24, 96):

v = 5%

Jj=1

= /OOO N (w) %‘) coth (@) dw | (36)

kde NV(w) je fononové hustota stavi (26) a 3 = (kgT) ™!

9 250

e mérné teplo bude C(T') = oU(T) /OT;
v limité vysokych teplot (kg7 >> hwmax) vyjde

U(T) = /0 U N ksTdo = 3vkgT . C(T) = 3vkg,  (37)

coz je Dulong-Petituv zakon;

pro T' — 0 se uplatni jen akustické fonony a vyjde (cvicens)

c(T) ~ T? (38)

e stfedni kvadratickd vychylka kmitu jednotlivych jader (jen pro Bravaisovu
miizku, tj. v = 1, index B vynechdn, R = T): podle (22) plati

IRa \/i §kj ; Q;(k) eV (k) exp(ik-R), (39)
odkud [viz pozn. pod (24)]
) = o 2 3 Q9@ )
x e (k) [e ()] explik —K)-R] . (40)

Ovsem diky nezavislosti norméalnich soutadnic pro ruzné fononové médy bude

(Q(k) Qy(K)) = 05 haw (Q5(K)) , (41)

10



takze z (40) a diky normalizaci vlastnich vektoru (23) nakonec vyjde

) = w7 3 S (@) D10
k) = Sl = g L 2 (@00) (12)

Odtud je vidét, ze stfedni kvadraticka vychylka kmitt je pro vSechna jadra

stejnd (nezavisld na R). Pii pouziti klasické statistiky (92) dostaneme

(ar) = 7 ¥ 2 2 70 (43)

zatimco v kvantovém piipadé (96) bude vysledek

(@) = 2 % 3)) wa )coth(ﬁthj(k)) . (44)

Oba vyrazy se shoduji pro vysoké teploty; pro T' = 0 ptejde kvantovy vyraz

na

(45)

, | Bz 3
(ar)lr=0 = 577 v 2 2

M N 3wl
coz se lisi od vyrazu klasického (43) diky tzv. nulovym kmitum v kvantovém

pripadeé.
7 Fonony a Mossbaueruv jev

e jadro pii prechodu z excitovaného do zdkladniho stavu vyzatruje foton s
vlnovym vektorem K a s frekvenci €}y danou energetickym rozdilem obou
stavu; prechod je zpusoben interakci vnitinich stupnu volnosti jadra s elek-

tromagnetickym polem

e pii uvdzeni pohybu tézisté jadra se diky zpétnému razu (zachovani impulsu

a energie) vyzaii foton s frekvenci mensi nez €2

e jadro v PL vyzaruje fotony s frekvencemi zménénymi od €2y o frekvence z
fononového spektra; kromé toho je vsak ve spektru pritomna téz komponenta

s puvodni frekvenci g (Mdssbaueriv jev - viz obr.)

11



Q Q Q Q

t ‘ ‘ A

Qo Q Qo Q

Obrazek znézornujici spektralni hustotu (jako funkci frekvence Q) el.-mag.
zéreni emitovaného z jadra: (a) nehybného, (b) volného, (¢) v poli jediného

harmonického oscildtoru, (d) v pevné ldtce.

e hodnoty pro jadro *"Fe: energie jaderného prechodu 14 keV, piirozens sfika

cary 5 x 1079 eV, energie zpétného rdzu 2 x 1072 eV
7.1 Klasicky popis pohybu jader

e v tomto piipadé popiseme el.-mag. pole i kmity jader klasicky; kvantove

pojedname pouze jaderné vnitini stupné volnosti

e nejprve uvazujeme jadro o hmoté M pohybujici se pouze ve sméru vl-
nového vektoru K; jadro se nachazi v poli jediného harmonického oscilatoru
s frekvenci w, tj. casovd zavislost vychylky jddra ¢(t) je dana periodickou
funkci

g(t) = geos(wt) + ﬁsin(m, (46)

kde ¢ a p znac¢i hodnotu vychylky a hybnosti v ¢ase t =0

o frekvenci el.-mag. zafeni oznacime (2; pro vinové délky zaifeni mnohem
veétsi nez rozmeéry jadra lze casovou zavislost interakéniho clenu hamiltonianu

H'(t) a pifslusného maticového elementu tohoto hamiltonidnu v Diracove

12



reprezentaci Hp,(t) mezi stavem pocdtecnim (i - excitovanym) a kone¢nym

(f - zdkladnim) popsat vztahy (jen ¢leny odpovidajici emisi fotonu)

() ~ exp(ift) exp|-iKq(?)] |
UIERD]) ~ exp(—iCt) exp(is) exp|—iKg(t)]

= i Cr expli(2 — Qo + nw)t] , (47)

n=—0oo

kde jsme zavedli Fourierovy koeficienty C,, (zavislé na pocateénich podmin-

kéch p, q) periodické funkce exp|—iKq(t)]:

exp|—iKq(t)] = i C,, exp(inwt) . (48)

n=—oo

Casové zavislost (47) vede k pravdépodobnosti prechodu za jednotku ¢asu
zavislé na frekvenci €) podle

wpi () ~ f; 1C? (2 — Qo + nw) | (49)

n=-—oo
tj. prechody budou nastavat pro frekvence ) posunuté vzhledem k €y o
celistvé nasobky frekvence oscilatoru nw (viz predchozi obr.), a to s intenzi-

tami imérnymi |C,,|>.
e koeficienty C), spliuji sumaéni pravidlo (dusledek |exp[—iKq(t)]| = 1)

oG =1, (50)

n=—oo

takze relativni zastoupeni komponenty s nezménénou frekvenci €2y ve spektru

je dano velicinou C? (Cy je redlné)

e explicitni vyjadieni C,, 1ze ziskat pomoci Besselovych funkei J,(z) a vztahu

exp(izsint) = i Jn(2) exp(int) ; (51)

n=—oo

vyjde mj. Cp = Jo(K7) a |C, > = J2(K7), kde 1% = ¢ + (p/Mw)?

e pii experimentech na souboru identickych jader v termodynamické rovno-
vaze s teplotou T bude frekvence () zastoupena ve spektru s relativni in-
tenzitou (C?), kde (...) znacf statistické stiredovani pfes proménné p, ¢ (viz
dodatek C); pro (C?) 1ze diky (93) ziskat dolni odhad

(€@ > (G, (Co) = exp(—52<q2>) , (52)

13



ktery dokazuje, ze komponenta s puvodni frekvenci €2y bude ve spektru vzdy
piitomna. Poznamenejme, ze (Cy) udava vystiedovanou hodnotu amplitudy

komplexni funkce (48).
e piesny vypocet (CZ) s vyuzitim (51) vede k vysledku
(C3) = exp(—K*g >) Jo(iK?(q >)
K4
= exp < T (*)? + ) : (53)

ktery ukazuje, ze dolni odhad (52) je velice dobrym vyjddfenim pro malé
hodnoty K?(g?), s relativni chybou fddu K%(g*)?

e pro jadro v PL je nutno nahradit faktor exp[—iK¢(t)] v (47) obecnym
vyrazem exp|—iK-q(t)], kde q(t) je vychylka mdssbauerovského jadra, jehoz
rovnovaznou polohu volime uvnitt bunky s T = 0, tj. R = B; po pfechodu

k normélnim soufadnicim Q,(t) = Q;(k,t) podle (22) dostaneme
K-a(t) = Y rQut), s=(k), keBZ j=1...3v,
1

b= e %N > Kaoe i) (54)

kde jsme zavedli kvazispojity slozeny index s normalnich moédu s frekvencemi
ws = wj(k). Jednotlivé fononové médy pritom vstupuji do faze el.-mag. vlny

s efektivnimi vlnovymi ¢isly kg, pficemz kg — 0 pro N — oo.

e vzhledem k nezavislosti normalnich médu je ziejmé, ze ve spektru budou
obsazeny frekvence Q0 = Qy+>, nsws, kde vSechna ng jsou celd ¢isla; relativni
intenzita ¢ary s frekvenci €y (tj. vSechna ny = 0) bude pak ddna soucinem

vyrazu (53) pfes vSechny médy; vyjde vyraz

f = exp(—g:mi<@§>> (1 + i;nﬁ@if + ) . (59)

kde sumu v argumentu exponencidly lze podle (54) ztotoznit s ((K - q)?)
(nezavislost normalnich médi), zatimco druhd suma i dalsi vyteckované ¢leny

pro nekone¢nou PL (N — oo) vymizi; vysledek tedy je

f=ep{-(K-q?)}, (56)

coz je tzv. Lambuv-Mossbaueruv faktor: relativni intenzita ¢dry s nepo-
sunutou frekvenci )y je dana stfedni hodnotou kvadratu vychylky jadra ve

sméru emitovaného fotonu
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7.2 Kvantovy popis pohybu jader

e v tomto pripadé popisujeme klasicky pouze el.-mag. pole; pro kmity jader

i jaderné vnitini stupné volnosti pouzijeme kvantovy popis

e pro jadro v poli jediného oscilatoru s hamiltonianem

~2 2
. b Mw?®
Hosc = 5
om T 4

(57)

jehoz vlastni hodnoty jsou E,, = hw(n+%), kden € {0,1,...}, a pro poc¢atecni
kvantovy stav |i) s jddrem v excitovaném stavu a oscildtorem ve stavu n a
pro konecény stav |f) s jadrem v zdkladnim stavu a oscildtorem ve stavu n'

dostaneme pro interakéni hamiltonidn [srv. (47)]

H'(t) ~ exp(iQt) exp(—iKq) ,
(FIHD®)]E) ~ explil@ = Qo + (0 = n)wt} Com (58)

kde C,,, zna¢i maticovy element
Com = (n'|exp(—iKq)|n) . (59)
Z casové zavislosti (58) plyne pravdépodobnost prechodu za jednotku ¢asu
wii(Q) ~ [Cul® 62— Qo+ (W —n)w) | (60)

tj. prechod pro frekvenci Q2 posunutou vzhledem k Q4 o (n' — n)w; intenzity

jednotlivych prechodi budou tmérné |Cy, .

e maticové elementy C,,, spliiuji sumacni pravidlo
- 2
S |Cul” =1, (61)
'—0

takze C2, udava relativni intenzitu komponenty s nezménénou frekvenci €

(Cpy jsou reélné)

e spektrum souboru identickych jader o teploté T bude obsahovat ¢aru s
frekvenci Qg s relativni intenzitou (C2,), kde (X,,) = 3°°° p, X,, znadcf stati-
stické sttedovéni s boltzmannovskym rozdélenim, tj. p, ~ exp(—FE,) (viz
dodatek C); s uzitim (97) lze pro (C?,) ziskat dolni odhad

(€Y > (O
(Co) = (exp(—iKQ) = exp(—5<cf>) , (62)



ktery je kvantovou analogii klasického odhadu (52)

e piesnéjsi vpocet (C2,) lze snadno provést jen ve fyzikalné vyznamné limité
K — 0; z Taylorova rozvoje exponencialy v (59) do ¢leni ~ K* se ziskd
€2 - G ~ B ((em?) @) . )
nn " 4

Diky vztahu (n|¢*|n) = E,/(Mw?) lze pravou stranu v (63) vyjadiit pomoci

stavové sumy harmonického oscilatoru; vysledek lze pséat ve tvaru [srv. (53)]
2 242 LS 2,2
(€2 = exp(~K) [1 e B - ) ] e

kde (G?)o = h/(2Mw) znaci kvadrat vychylky oscilatoru v zdkladnim stavu.

Poznamenejme pro tplnost, ze presny vztah zni:
(€)= eo(-K2@) W@ @) . (©)
coz je opét analogické vyrazu klasickému (53).

e pro jadro v nekonecné PL lze opét prejit k normalnim soutadnicim; vyjde,
ze intenzita ¢ary s nezménénou frekvenci Qg (tj. ¢etnost jaderného prechodu
nedoprovazeného zménou fononového stavu PL) je ddna kvantovym Lamb-

Mossbauerovym faktorem

f=ep{-(K @)} . (66)

Jeho hodnota je mensi nez v piistupu klasickém (56), zejména pro nizké

teploty, avsak dostatecna pro pozorovani a vyuziti Mossbauerova jevu.

8 Fonony - experiment

e fononové energie: 0.01 — 0.1 eV (frekvence ~ 10" Hz)
e absorpce el.-mag. zafeni (fotonu)

e rozptyl, difrakce: fotonu, neutronu

e zékon zachovani energie: fonon ... hw;(k)

e zdkon zachovani impulsu: fonon ... h(tk + G)

e Infracervend absorpce

- lze prakticky zanedbat impuls fotonu

16



- absorpce pro frekvence rovné frekvencim transverzalnich optickych fononu
prok =T

- vicefononové procesy

Z 7
7 7
// //
o0k, w L7 ki, wy
7 //
\\
kag AN kag AN
\\k2>w2 ~ ko, wo
\\ \\

e Rozptyl optickijch fotonu na fononech

- energie fotonu 1 — 10 eV

- bez zmény energie fotonu: Rayleighuv rozptyl

- s casti (emise, absorpce) fononu optického: Ramanuv rozptyl

akustického: Brillouinuv rozptyl

7
I

//
s k,w

!/ /
k' ,w

e Rozptyl rentgenového zdreni na fononech

- obtiznost méfit zmény energie fotonu

e Rozptyl neutronu na fononech

- energie neutront 1072 — 1 eV

- moznost sledovat jak zmény energie, tak impulsu [tj. disperzni zavislost
w; (k)]

o Teplotni zdvislost intenzity difrakcénich mazxim (neutrony, rtg. zdrend)
- hK znaci preneseny impuls (K = k' — k)
- uvazujeme jen Bravaisovy miizky (R = T)

- bez fononu je intenzita I ~ AA*, kde amplituda A je
A~ > exp(iK-R) ~ > §(K-G), (67)
R G

tj. maxima pro K = G (Braggova podminka)
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- se zahrnutim fononu nutno vzit
A= ()~ (X el R+ ag)]) (68)
R

kde (...) zahrnuje kvantové-mechanické sttedovani pres jednotlivé fononové
stavy a statistické stfedovani pii dané teploté T’
- sttedovani amplitudy <= fononovy stav nezménén

- pro (A) s vyuzitim normalnich soufadnic a vztahu (97) vyjde
(A) ~ > exp(iK-R) (exp(iK - qr)) ,
R
: 1 9
(exp(K - an)) = exp{— 5 ((K-an))} = exp(-W),
1

W= (K- an)?) . (69)

kde W je imérné stredni hodnoté kvadratu vychylky jadra ve sméru vektoru
K; pritom W zdvisi na velikosti vektoru K, ale nezavisi na R [srv. (42)]

- pro intenzitu pak vyjde

2

I ~ [(A)]* ~ exp(-2W) : (70)

Y exp(iK - R)
R

¢ili maxima intenzity jsou opét pro K = G, ale intenzita v téch maximech je
snizena prislusnym Debye-Wallerovym faktorem exp(—2W)

- podobnost Debye-Wallerova a Lamb-Mdéssbauerova faktoru [srv. (66)]
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A Vliv hrani¢nich podminek na spektrum

Pro jednodimenziondlni tetizek délky N slozeny ze stejnych atomu kmi-
tajicich jen v jednom smeéru a se silovou matici spojujici jen nejblizsi sousedy
se problém nalezeni spektra kmitu zredukuje v podstaté na dva piipady (oba

s maticemi v indexech m,n =1,2,..., N).

e Volné hraniéni podminky:
Piislusnd dynamickd matice je (az na nepodstatné pieskalovani a posuvy na

ose A = w?) ekvivalentn{ matici:

Dmn = Om,n+1 + 5m+1,n ) (71>

jejiz vlastni hodnoty A, a jim piislusejici (nenormalizované) vlastni vektory
|n) jsou dany vztahy:
™m mn
Ap = 2608( ) , m|n)y = sin( ) ) 72
N +1 (mim) N+1 (72)
Posledni vztah vyuziva Diracovy symboliky: (m|n) znaci amplitudu vlastniho

vektoru |n) na m-tém uzlu. Pro N — oo vyplni vlastni hodnoty cely interval
A € (=2,2), a to s hustotou w(\) = 7 1(4 — A\2)~1/2,

Pozndmka: Piesnéji teceno odpovidd matice (71) piipadu, kdy atomy s
1 < n < N kmitaji, zatimco ostatni atomy nekone¢ného tetizku (n < 0,

n > N + 1) jsou pevné drzeny ve svych rovnovaznych polohéch.

e Periodické hranicni podminky:

Ptislusna dynamicka matice je ekvivalentni matici:
Dmn = 5m,n+1 + 6m+1,n + 5m,1 5n,N + 5m,N 671,1 ) (73>

kde posledni dva ¢leny popisuji interakci prvniho a N-tého atomu. Vlastni

hodnoty A, a piislusné vlastni vektory |n) jsou tentokrét rovny:

An = 2cos<2%z> , (m|n) = exp(zﬂjl\?m> : (74)

Pro N — oo vyplni vlastni hodnoty stejny interval a se stejnou hustotou

w() jako v predchozim piipade.

B Fourierovy transformace v pripadé jedné

dimenze

Uvazujeme pro jednoduchost pouze kmity v jediném sméru, takze index «

odpadne, a dale vezmeme pouze jeden atom v hmotné bazi, takze index B
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také odpadne. Miizkové uzly ¢islujeme pomoci n € Z.

Periodické hrani¢ni podminky (10) s periodou N znamenaji

gn+N = (Qn (75)

pro v8echna n € Z. Pro takové periodické posloupnosti muzeme psat jejich

Fourieruv rozklad ve tvaru (diskrétni Fourierova transformace):

N-1 .
2mimn
= m , 76
mX::O c exp( N ) (76)
kde konstanty ¢,,, m =0,1,..., N — 1, jsou libovolné. Inverzni vztah zni
1 N= 2mimn
Cp = — ) 7
v 3 mew(- ) g
Dodefinujeme-li ¢, periodicky pro vSechna celd m:
CmeN = Cm , (78)

pak v (76, 77) lze scitat pres libovolnou posloupnost délky N (= P.D.N).
Potom lze (76, 77) psat ve tvaru

P.D.N P.D.N

Z Unmcma Cm = Z (U_l)mnqn7 (79)

kde elementy matic U a U1 jsou ddny pomoci

27rimn>

Uwm = exp( N

Periodi¢nost (transla¢ni invariance) dynamické matice (8) znamend, ze

Dnn’ = D(n+t)(n’+t) (81)

pro vSechna n,n',t € Z.
Pozndmka: Fyzikalni duvody vedou k predpokladu konecného dosahu inter-
akci, coz pro dynamickou matici znamend, Ze existuje néjaka kladna velicina
L takova, ze

In—n'| > L = Dyy = 0. (82)

Volba periodickych hrani¢nich podminek ovsem vede k pozadavku
D(n+N)n’ = Dy = Dn(n’—i—N) ’ (83>
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ktery je s (82) ve sporu. Pokud ale volime N > L (nebo aspon N > 2L), lze
(83) povazovat za zménu puvodni koneénédosahové dynamické matice (82).
Tato zména se tykd jen maticovych elementu D, pro [n —n/| > N — L a

na koneéném vysledku se neprojevi (viz nize).

Pocitejme nyni matici D = U~1DU, jejiz spektrum je shodné se spektrem

dynamické matice D. Dostaneme postupné (0 < m,m’ < N):

~ P.D.N
Dmm’ - Z (U_l)mn Dnn’ Un’m’
| P.D.N 9
= ¥ 2 exp{%(—mnjtm’n’)} Dy [n' =n+1
R omi )
= v > e { S —m)n 1 | Dunsy [Datuso = Dol
nt
1 P.D.N 27 P.D.N 27T1m/t
= ¥ Xn: exp[W(m'—m)n zt: exp( N )DOt

Doy . (84)

Zde jsme v poslednim kroku vyuzili vztahu

@(m'—m)n] N (85)

| PD.N
B

N Zexp

n

ktery lze snadno dokazat pomoci vzorce pro soucet geometrické fady. Hlavni
vysledek (84) spocivd v diagondlnim tvaru matice Dy

Vysledek lze prepsat do tvaru:

kde (pro velké N a pro 0 < m < N)

2mm

je kvazispojita proménna z intervalu [0, 27) a
D(k) = Y exp(ikt) Dy, (88)
t

je periodickd funkce redlné proménné k (s periodou 27); vztah (88) je jeji
Fourierovou radou.
Pozndamka: Soucet v (88) se provadi pres libovolnou P.D.N a s maticovymi

elementy Dy zménénymi podle (83). Pokud tedy sc¢itdme pres —(N/2) <
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t < (N —1)/2, pak soucet fakticky obsahuje jen ¢leny pro —L <t < L, a
to diky (82) a predpokladu N > L, tj. obsahuje jen puvodni (nezménéné)
maticové elementy dynamické matice. S nimi pak lze — opét diky jejich
konecnému dosahu (82) — rozsifit soucet v (88) na vSechna t € Z. Funkce

D(k) definovana z puvodnich elementu dynamické matice vztahem (88) tedy

na N nezavisi.

C Statistické vlastnosti harmonického

oscilatoru

e Klasicky pripad:
Pro jediny harmonicky oscilator s jednotkovou hmotou a frekvenci w mame

hamiltonidn [srv. (24)]

H(P,Q) = 5 (P*+u°Q%) . (89)

1
2
P1i teploté T je statistické sttedovéni (...) definovano vztahem

 [exp(—BH(P,Q)) f(P,Q) dPdQ
Q) = = Bl (R, Q) dPdG (50)

kde f(P, Q) je libovolna funkce ve fazovém prostoru a 8 = (kgT)~'. S uzitim

gaussovského integralu

o z? h?
/ exp(—; + hx) de = V27 exp(;) (91)
lze dokazat platnost nésledujicich vztahu:
(P?) = Q%) = (H(P,Q)) = ksT, (92)
o,
(exp(cQ)) = exp| 5 (@7 ) (93)
kde ¢ je libovolna (i komplexni) konstanta.
e Kvantovy pripad:
Kvantovou analogii klasického hamiltonidnu (89) je
a- (P?+w?Q?) = hw <n + 1) (94)
2 2/
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kde 7 je operator poctu kvant [srv. (35)]. Kvantové statistické stiedovani
(...) je definovdno pomoci

A

Tr [exp(—3H ) f]

Tr {exp(—ﬁ[f]) ’ (95)

(f) =

kde f je libovolny hermiteovsky operdtor a Tr zna¢i stopu operatoru. Ze
znamého spektra hamiltonidanu (94) lze pomoci souctu nekoneéné geometrické

fady a pomoci viridlového teorému odvodit vztahy

1
exp(fhw) — 1~

(HY = (P% = w¥Q* = %“’ coth<@> : (96)

Pro i — 0 (klasickd limita), nebo pro T' — oo (limita vysokych teplot) prejde
kvantovy vyraz pro stfedni hodnotu hamiltonidnu v klasicky (92). Daéle lze

dokazat platnost vztahu
~ 02 A9
(exp(c)) = exp| 5 (@7 ) (97)

v naprosté analogii s klasickym vztahem (92).
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